Metode indirecte de masurare
bazate pe relatii explicite

Metodele indirecte de masurare pot fi:
X Bazate pe relatii explicite
% Bazate pe relatii implicite
= Relatia explicita:
Y=f(X,X,,...X,)
= Structura unui aparat:




Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

M Fie relatia explicita:

Y= f(X, Xy X)) (%)

care leaga marimea indirect masurabila ¥ de marimile direct masurabile X, X,, ..., X}

+* Fiecare marime va fi afectata de o eroare, adica:
AY =Y —-Y; AX, :le -X,;..., AX, =XNm - Xy
indicele "m" semnificand faptul ca marimea respectiva este rezultatul masurarii, astfel ca:
AY = f (X, +AX|, X,7AX,,..., X,7AX,) — f (X}, X,,..., X))
sau in valori relative

AY  fX,+AX, X, +AX,,..X +AX,)-f(X,X,...X,)
Y X, X, X )




Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

B Analizam - in continuare - cateva cazuri particulare frecvent intalnite in practica
masurarilor:

a) Relatie explicita de tip produs: Y =X, X,
Procedand ca la relatia generala rezulta:

Y+AY = (X, 7AX))(X,+HAX,) = XX, + X"AX, + X,"AX, (se neglijeaza AX,"AX, fiind un
infinit mic de ordin superior). Deci: AY = X|"AX, + X,-AX, s1

AY:AX1 +AX2
Y X, X,
b) Relatie explicita de tip cat: ¥ = X,/X,
X, +AX, _(X1+AX1)(X2—AX2) XX, +XAX - X,AX, AXAX2 N
X, +AX,  X}-(AX,)’ —(AX,)?
XX +X,AX, - X, AX, X, AX X, AX X,
X X, X X, X, X, 3

Y+AY =




Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

Prelucrand in continuare relatia anterioara obtinem:
AY B AX, AX,
Y X, X,

Intrucat se considera cazul cel mai defavorabil (eroarea maxim posibila asupra lui Y),
atunci trebuie sa luam:

AY AX, AX,
- — +
Y mp Xl X2
c) Relatie explicita de tip suma: Y =X, +X,

Procedand similar rezulta:
AY X, AX, X, AX,
Y X +X, X, X +X, X,




Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

d) Relatie explicita de tip diferenta: Y=X,-X,
pentru care
AY X, . AX, B X, . AX,
Yy X, -X, X, X —-X, X,
Deoarece se considera cazul cel mai defavorabil rezulta:
ﬂ _ X, . AX, n X, . AX,
Y |X1_X2| X, |X1_X2| X,

mp mp mp

e¢) Relatie explicita de tip produs de marimi direct masurabile la puteri diferite de 1 (de
exemplu de forma):

Y=X'X) X

in care a, b, ¢ sunt exponenti pozitivi sau negativi, intregi sau fractionari.



Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

Procedand similar rezulta:

ar| o [ax
Y X,

¢ Cazurile particulare - evidentiate mai sus - sunt consecinte ale cazului general dedus

astfel:
- presupunand functia f - relatia (*) - continua, si avand in vedere ca erorile sunt mici, se

procedeaza la dezvoltarea in serie Taylor a relatie1 (*):
of

Y+AY:f(X1,X2,...,)(N)+iAX1 +iAX2 +..+——AX,+R
0X, 0X, o0X

AX,
X,

AX,
X,

+|b|- +|c|-

mp

=al-

mp mp mp

unde R cuprinde termenii dezvoltarii de ordin superior care se neglijeaza.



Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

Asadar:

N a N 1 af
AY = AX sau Z AX,
Zax, roEs

Deoarece se considera cazul cel mai defavorabil, rezulta ca ultima relatie trebuie scrisa in

forma: g _Zl 8f
Y|, 4|fox,

A, ()

Se observa ca relatia (**) poate f1 scrisa ca diferentiala logaritmica a functiei f (X, X, ..., Xj),

adica:
Ay

- =|d[In (X}, X,, ... X )]

mp

¢ 9

cu observatia ca, dupa efectuarea diferentialei, se inlocuieste dX, cu AX,, iar semnele
provenite de la diferentiere se considera cu "+", pentru a lua cazul maxim posibil.



Calculul erorilor la masurarile
indirecte bazate pe relatii
explicite

Exemplificare: In cazul masurarii indirecte a rezistivitatii electrice conform relatiei:

S
—R2
P=5

unde R este rezistenta electrica a unui conductor de lungime / si sectiune S, rezulta:

&:d{lnRS} dInR+1InS - lnl]—% o_d
p [ R § I

astfel ca:

Ap AR AS Al
=—+—+
p R S I
Regula: In cazul cand marimea indirect masurabila se exprima prin produse sau rapoarte de

marimi direct masurabile, eroarea relativa a marimii indirect masurabile este egala cu suma

tuturor erorilor relative ale marimilor direct masurabile.
8



Metode indirecte bazate
pe relatii implicite

Forma relatiei de dependenta
Exemplificare:
2 3
Ry = Reo [1+a(0—0,)+PO—-0,)" +y(0-0,)"]
Pentru 3 temperaturi din domeniu — valori a, 3, y care verifica relatia
doar in cele 3 puncte

Concluzia: se procedeaza la cresterea numarului de determinari Ry, 1]
— sistem incompatibil

Rezolvarea: adoptarea unei solutii aproximative (gasirea unor

estimatil @, 3,y care sa verifice aproximativ relatia, insa cu o abatere
(eroare) minima

metoda celor mal mici patrate



Metoda celor mai mici patrate

= Fie relatia implicita:
Y=f(X,X,,. .. Xyik,kyyoonk)

unde: ¥, X, X,, ..., Xy - marimi direct masurabile;

ki, ky, ..., k., —marimi indirect masurabile

Se fac n seturi de masurari, n > r, rezulta sistemul (incompatibil):
= (X, Xojseoos X s ko biyson k) i=1,2,...n

= Se inlocuiesc valorile exacte ki, ky, ..., k. cu estimatiile k , k,,.... k

7

N

— (X X os Xk bk ) i=1,2,.0m

= Se construieste expresia:

L 2

E= Zg —ZY J(X, Xy X sk kyynsk )]
i=1

m Se rezolva sistemul

(E _,
ok,
........ = ke,
OF
—=0 10
ok,



Aplicarea teoriei informatiei la
evaluarea erorilor de masurare

Sa consideram, mai intai, cazul discret in care un sistem poate avea n stari posibile (se pot
da n raspunsuri despre starea acestuia), fiecare stare avand probabilitatea de aparitie p; cu 1
=1,2,..,1n.

Presupunem ca pl # p2 # ... # pn; in aceste conditii entropia sistemului reprezinta
contributia celor n stari posibile, adica

deoarece p; < 1, datoritd semnului minus, entropia H rezulta

H=- ZJ p;log, p, pozitiva.

Entropia informationald H exprima gradul de nedeterminare a sistemului, sau gradul de
incertitudine In cunoasterea acestuia.

Atunci cand se obtine o informatie despre sistemul considerat, gradul lui de
nedeterminare (incertitudine) scade.
Sa presupunem ca diferitele raspunsuri care se pot atribui starilor posibile au, in urma
informatiei primite, noile probabilitati p,', p,', ..., p,,-

Prin definitie cantitatea de informatie 1 primita este diferenta dintre entropia
informationald initiala si ulterioara (inainte si dupa primirea informatiei), adica: 11



Aplicarea teoriei informatiei la
evaluarea erorilor de masurare

I'=H(p)-H(p)=-2 plogp,+) plogp, (*)  1scmainumestcsi
i=1 i=1

entropie diferentiala.

Cantitatea de informatie permite definirea conceptului de eroare entropica pornind de la
urmatorul rationament:

presupunem cad ludm cazul continuu, adica relatia (*) se scrie

I=- [ py@log py()dx+ [ p(x)log p(x)dx (%)

X

min

unde x este valoarea marimii de masurat, p,(x) densitatea de probabilitate nainte de
masurare, p(x) densitatea de probabilitate dupa masurare, iar X . ... X . domeniul de
masurare a lui x;

daca initial, inainte de masurare, x se poate afla ortunde in intervalul X_. ... X
aceeasi probabilitate, deci se admite o repartitie uniforma, adica

cu

max?

12



Aplicarea teoriei informatiei la
evaluarea erorilor de masurare

-

1
daca X . <x<X__
pO(x) :4 Xmax _Xmin

0, n rest

\

in ceea ce priveste entropia obtinutd dupa masurare, densitatea de probabilitate p(x) va
difer1 in functie de tipul repartitiei erorilor; al doilea termen din expresia (**) se numeste
entropie conditionata ramasa dupa efectuarea masurarii.

» daca erorile sunt repartizate uniform, adica p(x)= L atunci
+A §
' 1
H(x)= j — log( jdAs_IOg 2A) ()
2 A, | 2

» daca erorile sunt repartizate normal, adica p( X ) = e 25’ atunci
O~

1 X’ 1 X’
"2, log 2.2 |dx=log (\2me o) (##)
o271 °° (0'\/2% °° j

13



Aplicarea teoriei informatiei la
evaluarea erorilor de masurare

» pentru alte tipuri de repartitii rezultd expresii corespunzatoare pentru H(x);

» pentru a avea aceeasi cantitate de informatie trebuie ca entropia conditionata ramasa
dupa efectuarea masurarii sa fie aceeasi, astfel ca erorile avand repartitii diferite pot fi
reduse - pe baza acestui rationament - la una singura (caracterizata de un anumit tip de
repartitie). Novitki [1968] a avut ideea de a echivala eroarea repartizata dupa o lege
oarecare la eroarea echivalenta uniform repartizata pe intervalul dat.

Din egalitatea relatiilor (#) s1 (##) rezulta A= re cx2,07-0
\ 2

unde A, reprezinta eroarea entropica a repartifiel normale.

In general A =K. 6 unde K este coeficientul entropic al repartitiei r
© © I caracterizata prin eroarea medie patratica o..

De exemplu, se stie ci la repartitia uniforma 6, = A /[1V3, deci A, = A_=[13-6,, de unde

Ifégré/%b K, poate varia Intre 0 $1 2,07, dar practica a aratat cd majoritatea rezultatelor
experimentale au repartifii combinate, care conduc la valori pentru K, cuprinse intreV3 = %273

s12,07.



Aplicarea teoriei informatiei la
evaluarea erorilor de masurare

De aceea s-a adoptat valoarea K, = 2 atunci cdnd se combina mai multe erori partiale cu
repartifii diferite, adica

2
A=K Zn: A, unde K, = 2, 1ar K, este conform repartifiei nr.1 cu eroarea
e INe

entropica A ;.
i-1 \ Ki

De exemplu, combinatia dintre erorile sistematice necontrolabile, caracterizate de repartitia
uniforma in intervalul [-A, +AJcuc = A/ V13 si erorile aleatorii caracterizate de
repartitia normala cu 6,, conduce la

2 2
A. A. As
Ae:Ke + :Ke _+GA:K6°Gt0t
K., K., 3
unde o, este eroarea medie patratica totala (incertitudinea) obtinuta la combinarea din

teoria clasica a erorilor. Daca K, = 2 se obtine asa numita incertitudine compusa de nivel
20, care are un nivel de incredere n = 0,95 acoperitor in majoritatea aplicatiilor. 15
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